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Аннотация
В работе построен конечный элемент для расчета многослойных пластин и оболочек на основе мо-
дификации трехмерного изопараметрического конечного элемента сплошной среды, квадратичного в
плане и линейного по толщине. При построении матрицы жесткости элемента реализуется гипотеза
малости напряжений обжатия и используется метод двойной аппроксимации деформаций по точкам
суперсходимости. В качестве примера решена задача деформирования многослойной оболочки, моде-
лирующей корпус легкомоторного самолета, под действием некоторой комбинации силовых нагрузок,
возникающих при взлете.
Ключевые слова: конечный элемент, многослойные пластины, геометрическая нелинейность
Summary
In the article a finite element for calculation of laminated plates and shells is constructed. It based on
the modification of three-dimensional isoparametric finite element of a continuum, quadratic in the plane
and linear through thickness. Stiffness matrix of the element is constructed using the method of double
approximation of deformations on superconvergence points, hypothesis of small compression stresses is
realized. As an example, we solve the problem of deformation of the multilayered shell, simulating light
aircraft body, under the action of a certain combination of power loads, that arise during takeoff.
Key words: finite element, laminated plates, geometric nonlinearity.
Построение физических моделей многослойных ортотропных пластин и оболочек связано с исполь-
зованием, в основном, двух подходов. Первый основан на применении различных гипотез для каждого
слоя оболочки [1–3], второй – на применении единых гипотез для всех слоев тонкостенной конструк-
ции [2, 4–9]. В последнее время многослойные конечные элементы получают на основе трехмерного
конечного элемента сплошной среды с линейной аппроксимацией по толщине [10], построение матрицы
жесткости которого связано с использованием ряда оболочечных гипотез. Применение подобных подхо-
дов к расчету пластин и оболочек можно найти в работах [11–16]. Узлы в подобных конечных элементах
располагаются либо на срединной поверхности и в качестве степеней свободы кроме проекций векто-
ра перемещений используют и углы поворота нормального волокна [17–19], либо лицевых поверхностях
1)Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 12-01-00955, 12-01-97026, 12-01-31212, 13-01-97057, 13-
01-97058)
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конечного элемента [19–28] (в этом случае в качестве степеней свободы используются только проекции
вектора перемещений).
В данной работе для используемого при однослойном моделировании оболочечной конструкции ко-
нечного элемента вводятся изопараметрнческие аппроксимации геометрии и перемещений. Матрица
жесткости вычисляется численно по квадратурной формуле Гаусса-Лежандра, в каждой квадратурной
точке вводится статическая гипотеза, обычно используемая для оболочек средней толщины, об отсут-
ствии влияния поперечного напряжения на мембранные, изгибные и деформации поперечного сдвига.
Для устранения эффекта заклинивания предполагается использование метода двойной аппроксимации
по точкам суперсходимости. Результаты тестовых расчетов [11–18,21] показывают приемлемость приме-
нения данной методики для определения напряженно-деформируемого состояния тонкостенных много-
слойных конструкций. Для иллюстрации приведены некоторые результаты статического расчета гондолы
легкомоторного самолета.
Для ортотропных материалов вводится система ортогональных декартовых координат α , β , γ , опре-
деляющая оси ортотропии. Относительно этих осей определяются деформации εαα , εββ , εγγ , γαβ , γβγ ,
γγα и напряжения σαα , σββ , σγγ , ταβ , τβγ , τγα , которые связаны между собой обобщенным законом
Гука в виде
εαα =
1
Eα
(σαα − µαβσββ − µαγσγγ) , εββ = 1
Eβ
(σββ − µβγσγγ − µβασαα) ,
εγγ =
1
Eγ
(σγγ − µγβσαα − µγβσββ) , γαβ = 1
Gαβ
ταβ , γβγ =
1
Gβγ
τβγ , γγα =
1
Gγα
τγα,
причем
µαβ
Eα
=
µβα
Eβ
,
µβγ
Eβ
=
µγβ
Eγ
,
µγα
Eγ
=
µαγ
Eα
.
Если обозначить приведенные векторы деформаций в осях x, y, z и α, β, γ как
{ε}T = {εxx, εyy, εzz, γxy, γyz, γzx} , {εα}T = {εαα, εββ, εγγ, γαβ , γβα, γγα} ;
и приведенные векторы напряжений в тех же осях как
{σ}T = {σxx, σyy, σzz , τxy, τyz, τzx} , {σα}T = {σαα, σββ , σγγ , ταβ , τβγ , τγα} ,
то соотношения упругости можно записать в матричном виде
{σ} = [D] {ε} , {σα} = [Dα] {εα} .
Если ввести в рассмотрение направляющие косинусы αx, αy, αz , βx, βy, βz, γx, γy, γz между
осями α, β, γ и x, y, z, то справедливы зависимости
εαα = εxxα
2
x + εyyα
2
y + εzzα
2
z + γxyαxαy + γyzαyαz + γzxαzαx,
εββ = εxxβ
2
x + εyyβ
2
y + εzzβ
2
z + γxyβxβy + γyzβyβz + γzxβzβx,
εγγ = εxxγ
2
x + εyyγ
2
y + εzzγ
2
z + γxyγxγy + γyzγyγz + γzxγzγx,
γαβ = 2εxxαxβx + 2εyyαyβy + 2εzzαzβz + γxy (αxβy + αyβx) + γyz (αyβz + αzβy) + γzx (αzβx + αxβz) ,
γβγ = 2εxxβxγx + 2εyyβyγy + 2εzzβzγz + γxy (βxγy + βyγx) + γyz (βyγz + βzγy) + γzx (βxγz + βzγx) ,
γβα = 2εxxγxαx + 2εyyγyαy + 2εzzγzαz + γxy (γxαy + γyαx) + γyz (γyαz + γzαy) + γzx (γxαz + γzαx) ,
которые можно переписать как
{εα} = [T ] {ε} .
В этом случае матрица упругих постоянных [D] , в случае заданной матрицы [Dα] , определяется по со-
отношению
[D] = [T ]
T
[Dα] [T ] .
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Предлагаемый многослойный конечный элемент представляет собой искривленный параллелепипед,
состоящий из набора N слоев по толщине, каждый из которых является ортотропным материалом с ося-
ми ортотропии– α, β, γ. При этом предполагается, что плоскость α, β параллельна плоскости локальных
координат ξ, η, вдоль любой прямой по толщине, т.е. ось ортотропии γ параллельна локальной коорди-
нате ζ (рис. 1).
Рис. 1: Многослойный конечный элемент
Вводится в рассмотрение система ортогональных ортов ~p1, ~p2, ~p3, таким образом, что ~p1 направлен
по касательной к координатной линии ξ, а ~p3 – перпендикулярен поверхности ξ, η, т.е. направлен вдоль
координатной линии ζ :
~p1 = ∂~r/∂ξ/|∂~r/∂ξ|, ~p3 = (∂~r/∂ξ)× (∂~r/∂η)/|(∂~r/∂ξ)× (∂~r/∂η)|, ~p2 = ~p3 × ~p1.
Ориентация осей α, β, лежащих в плоскости ~p1 − ~p2 задается в виде угла φ между ~p1 и осью α. Для
построения матрицы жесткости необходимо определить матрицу физических соотношений [D] в законе
Гука для напряжений и деформаций относительно глобальных осей x, y, z через матрицу упругих констант
[Dα] , определяющую закон Гука в осях ортотропии. Для этого следует ввести в рассмотрение матрицу
"поворотов деформаций" на угол φ в плоскости α, β – [Tα] , для которой справедливо выражение
[Tα] =


cos2φ sin2φ 0 sinφ cosφ 0 0
sin2φ cos2φ 0 − sinφ cosφ 0 0
0 0 1 0 0 0
2 sinφ cosφ 2 sinφ cosφ 0 cos2φ− sin2φ 0 0
0 0 0 0 cosφ − sinφ
0 0 0 0 sinφ cosφ


Также вводится "матрица поворотов" деформаций из системы x, y, z с ортами ~i,~j,~k в систему с ор-
тами ~p1, ~p2, ~p3 :
[Tp] =


p21x p
2
1y p
2
1z p1xp1y p1yp1z p1zp1x
p22x p
2
2y p
2
2z p2xp2y p2yp2z p2zp2x
p23x p
2
3y p
2
3z p3xp3y p3yp3z p3zp3x
2p1xp2x 2p1yp2y 2p1zp2z p1xp2y + p2xp1y p1yp2z + p2yp1z p1zp2x + p2zp1x
2p2xp3x 2p2yp3y 2p2zp3z p2xp3y + p3xp2y p2yp3z + p3yp2z p2zp3x + p3zp2x
2p3xp1x 2p3yp1y 2p3zp1z p3xp1y + p1xp3y p3yp1z + p1yp3z p3zp1x + p1zp3x


В результате матрица упругих характеристик [D] будет вычисляться в виде
[D] = [Tp]
T
[Tα]
T
[Dα] [Tα] [Tp]
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В глобальной декартовой системе координат x , y , z предлагаемый КЭ представляет собой искрив-
ленный параллелепипед, у которого верхняя и нижняя поверхности существенно искривлены, а четыре
боковые грани являются линейчатыми поверхностями (рис. 2)
Рис. 2: Тройная нумерация узлов КЭ
Для удобства построения подобного КЭ вводится тройная нумерация узлов в соответствии с рис. 2.
Радиус-вектор аппроксимируется в виде биквадратичного полинома по координатам ξ, η и линейного –
в поперечном направлении (по толщине):
~r (ξ, η, ζ) =
N∑
s=1
3∑
m,n=1
2∑
k=1
~r
(
ξ(m), η(n), ζ(k)
)
Hn (ξ)Hm (η)L
s
k (ζ),
где Hn (ξ) , Hm (η) и Lk (ζ) задаются соотношениями
H1 (ξ) =
1
2
ξ (ξ − 1) , H2 (ξ) = 1− ξ2, H3 (ξ) = 1
2
ξ (ξ + 1) , Ls1 (ζ) =
ζs+1 − ζ
ζs+1 − ζs , L
s
2 (ζ) =
ζ − ζs
ζs+1 − ζs .
Вектор перемещений определяется в виде
~v (ξ, η, ζ) =
N∑
s=1
3∑
m,n=1
2∑
k=1
~v
(
ξ(m), η(n), ζ(k)
)
Hn (ξ)Hm (η)L
s
k (ζ),
что обеспечивает линейное изменение перемещений по толщине оболочки. При вычислении деформаций
через перемещения используется метод двойной аппроксимации, в результате применения которого полу-
чим соотношения для деформаций, используемых при численном интегрировании матрицы жесткости
ε˜ξξ =
N∑
s=1
3∑
i,j,m=1
2∑
k=1
Hmj (ξ)Hi (η)L
s
k (ζ)~r
(
ξ(i), η(m), ζ(k)
)
· ~v
(
ξ(i), η(j), ζ(k)
)
,
ε˜ηη =
N∑
s=1
3∑
i,j,m=1
2∑
k=1
Hj (ξ)Hmi (η)L
s
k (ζ)~r
(
ξ(m), η(j), ζ(k)
)
· ~v
(
ξ(i), η(j), ζ(k)
)
,
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ε˜ζζ =
N∑
s=1
3∑
i,j=1
2∑
l,k=1
Hi (ξ)Hj (η)L
s
l
′
(
ζs + ζs+1
2
)
Lsk
′
(
ζs + ζs+1
2
)
~r
(
ξ(i), η(j), ζ(l)
)
· ~v
(
ξ(i), η(j), ζ(k)
)
,
γ˜ξη =
N∑
s=1
3∑
i,j,m=1
2∑
k=1
(Pjn (ξ)Pmi (η) + Pnj (ξ)Pim (η))L
s
k (ζ)~r
(
ξ(m), η(n), ζ(k)
)
· ~v
(
ξ(i), η(j), ζ(k)
)
,
γ˜ξζ =
N∑
s=1
3∑
i,j,n=1
2∑
l,k=1
Hi(η)
{
Pnj(ξ)L
s
l
′
(
ζs + ζs+1
2
)
Lsk
(
ζs + ζs+1
2
)
+
+ Pjn (ξ)L
s
l
(
ζs + ζs+1
2
)
Lsk
′
(
ζs + ζs+1
2
)}
× ~r
(
ξ(i), η(n), ζ(l)
)
· ~v
(
ξ(i), η(j), ζ(k)
)
,
γ˜ηζ =
N∑
s=1
3∑
i,j,n=1
2∑
l,k=1
Hj (ξ)
{
Pni (η)L
s
l
′
(
ζs + ζs+1
2
)
Lsk
(
ζs + ζs+1
2
)
+
+ Pin (η)L
s
l
(
ζs + ζs+1
2
)
Lsk
′
(
ζs + ζs+1
2
)}
× ~r
(
ξ(n), η(j), ζ(l)
)
· ~v
(
ξ(i), η(j), ζ(k)
)
,
где Hmj (ξ) определяется соотношениями
Hnj (ξ) =
1
2
(
1− ξ
√
3
)
H ′n
(
ξ(1)
)
H ′j
(
ξ(1)
)
+
1
2
(
1 + ξ
√
3
)
H ′n
(
ξ(2)
)
H ′j
(
ξ(2)
)
,
а Pnj (ξ) – соотношениями
Pnj (ξ) =
1
2
(
1− ξ
√
3
)
Hn
(
ξ(1)
)
H ′j
(
ξ(1)
)
+
1
2
(
1 + ξ
√
3
)
Hn
(
ξ(2)
)
H ′j
(
ξ(2)
)
.
Рис. 3: Распределение прогибов в корпусе легкомоторного самолета под действием комбинации силовых
нагрузок, возникающих при взлете
На основе предложенной методики расчета многослойных ортотропных оболочек был проведен ста-
тический расчет гондолы легкомоторного самолета для различных расчетных случаев силового нагру-
жения. На рис. 3 для одного из этих случаев приведено распределение прогибов (относительно центра
тяжести) конструкции.
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Предложенная численная методика расчета напряженно-деформированного ортотропных и много-
слойных оболочек дает результаты, хорошо согласующиеся с теоретическими значениями и результатами
других авторов [11–14], практична и удобна в использовании. Поэтому на ее основе можно рассчитывать
элементы многослойных конструкций и получать достоверные результаты.
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